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Das Bild der heutigen Mathematik ~ 

Von G. K6THE z, Mainz 

Das Bild, das ein der Mathematik Fernstehender von 
dieser Wissenschaft hat, ist in erster Linie best immt 
durch die Eindrficke und Erfahrungen, die er in der 
Schule gewonnen hat. Ein grosser Tell dessen, was er 
dort gelernt oder nicht gelernt hat, besteht aus Er- 
kenntnissen, die bereits die Antike gewonnen hat, ein 
anderer Teil s t ammt  aus den Anf~ingen der Neuzeit, so 
die Differential- und Integralrechnung, als deren Be- 
griinder NEWTON und LEIBNIZ gelten, so die analyti- 
sche Geometrie, die auf DESCARTES zurtickgeht. 

Damit  entsteht der Eindruck, dass zum mindesten 
diejenigen Teile der Mathematik, die auf der Schule 
gelehrt werden, sehr a r e s  Gedankengut sind und dass 
diese Teile der Mathematik fiir alle Zeiten unveriindert 
festliegen. Welche Ergiinzungen kann dieses yon der 
Schule her gepfiigte Bild bestenfalls noch erfahren 
haben ? Viele haben yon der Einstein'schen Relativi- 
tiitstheorie geh6rt und vielleicht auch, dass in dieser 
Theorie eine sehr von der iiblichen abweichende Geo- 
metrie verwendet wird, die Mitte des vorigen Jahr-  
hunderts der Mathematiker  RIEMANN entwickelt hat. 
Manch einer mag auch noch wissen, dass in der heuti- 
gen Atomphysik sehr komplizierte mathematische 
Hilfsmittel beniitzt werden, die erst in diesem Jahr-  
hundert  erarbeitet wurden. 

Schliesslich liest man heute sehr viel fiber riesige 
Rechenmaschinen, die mit  unvorstellbarer Geschwin- 
digkeit Rechnungen bew~iltigen, die ihres Umfanges 
wegen auf anderem Wege nicht geleistet werden 
k6nnten. Dies ist aber mehr ein Fortschritt  der Tech- 
nik und bedeutet keine neue Erkenntnis in der Theorie 
oder, wie man sagt, in der reinen Mathematik. Nur 
um diese soll es sich bei unserer Betrachtung handeln. 

Das Bild, das ein der Mathematik Fernstehender 
haben wird, ist also das einer sehr welt vollendeten, in 
ihrem Kern v611ig feststehenden Wissenschaft, in der 
die noch offenen Fragen wohl sehr kompliziert sein 
werden. Da er solche Fragen nicht kennt, wird er auch 
annehmen, dass ihre Zahl vielleicht relativ begrenzt 
sein wird. Ein weiterer Eindruck, den die Schule ver- 
mittelt, ist der, dass Mathematik etwas recht Miih- 
sames, mit  langwierigen Rechnungen Verbundenes ist. 
Der Kalkfil steht im Vordergrund, und neue Erkennt-  

1 Ansprache bei der feierlichen Rektoratsfibergabe am 18, No- 
vember 1954. 
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nisse sind meist nur durch langwierige Rechnungen 
und Kunstgriffe in den Beweisen zu erlangen. 

Ist  dieses Bild zutreffend? Wenn man diese Frage 
ffihrenden Mathematikern des ausgehenden 19. Jahr-  
hunderts vorgelegt h~ttte, so h~tten nicht wenige diese 
Frage im wesentlichen bejaht.  Viele Mathematiker  
dieser Zeit fiihlten sich als die Vollender einer von 
DESCARTES, LEIBNIZ u n d  NEWTON ausgehenden Ent-  
wicklung, deren Kr6nung die im vorigen Jahrhunder t  
entwickelte Theorie der analytischen Funktionen dar- 
stellte. Der exakte Aufbau des Begriffs der reellen 
Zahl durch CANTOR und WEIERSTRASS untermauerte  
dieses Geb/iude der heute als klassisch bezeichneten 
Mathematik. Man findet auch in den jetzigen Vor- 
lesungsverzeichnissen der UniversitXten noch dieses 
Bild der klassisehen Mathematik vorherrsehend, die 
Hauptvorlesungen haben immer noch die Titel Diffe- 
rential- und Integralrechnung, analytische Geometrie, 
Differentialgleichungen, Differentialgeometrie, Funk- 
tionentheorie, die zentralen Themen der klassischen 
Mathematik. Also selbst ein Student wird im ersten Teil 
des Studiums dasselbe Bild vonde r  Mathematik haben, 
das der klassisehen Mathematik des 19. Jahrhunderts .  

Und doch hat sich im 20; Jahrhunder t  die Mathe- 
mat ik  v611ig gewandelt, neue Auffassungen vom 
Wesen der Mathematik haben sieh durchgesetzt, eine 
neue Blfite dieser Wissenschaft hat begonnen, die Ent-  
wicklung neuer Zweige geht in einem Tempo vor sich, 
zu dem es in frtiheren Epochen keinen Vergleich gibt. 

Bevor ich versuche, Ihnen diese Wandlung deutlich 
zu machen und zu erkl~ren, lassen Sie mich kurz auf 
die in manchem analoge Wandlung in der Physik hin- 
weisen, die weit mehr in das Bewusstsein der Allge- 
meinheit gedrungen ist. Aueh bier ist im 20. Jahr-  
hundert  ein neues Bild entstanden, man kann hier 
sogar mit  Recht von einem neuen Weltbild sprechem 
Kann man die Einstein'sche Relativit~tstheorie noch 
als die Vollendung der klassischen Physik ansprechen, 
so bedeutet die Quan tenmechan ik  einen v611igen 
Bruch mit  dieser klassischen Physik;  zur Erfassung 
der Beobachtungen ist ein v611ig neues Begriffsystem 
notwendig geworden, das nut  einem mathematisch 
Geschulten wirklieh zug~nglieh ist. 

Dieses neue Weltbild bereitet sich seit der Jahr-  
hundertwende ~or, zum Durehbruch kam es jedoch 
erst in der Zeit zwischen den beiden Weltkriegen. 
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Es ist eine kaum zuf~tllige Parallele~ dass auch die 
Entwicklung, die zu dem neuen Bitd der Mathematik 
fiihrte, ihren H6hepunkt ebenfalls zwisehen den beiden 
Weltkriegen hatte. Doch sind hier die einzelnen Linien 
der Entwieklung verschlungener und geben keinen so 
klaren Einschnitt wie in der Physik. 

Die Ersehfitterung der Grundlagen der klassischen 
Mathematik f~illt in die letzten Jahre des vorigen Jahr- 
hunderts, als sich in einem damals neu entwickelten 
Gebiet, der sogenannten Mengenlehre, logische Wider- 
spr/iche zeigten:. Diese Antinomien betreffen sehr am 
Rande der Mathematik liegende Fragen und sind aufs 
engste verwandt mit logischen Paradoxien, die schon 
im Altertum bekannt waren. Sie schienen weniger die 
Mathematik selbst als die Logik anzngehen. Es erwuchs 
der Mathematik jedoch die Aufgabe, sich gegen das 
Auftreten solcher Widersprfiehe zu sichern. Die ge- 
nauere Untersuchung ergab die bestfirzende Tatsache, 
dass die logischen Schlfisse, die zu diesen Paradoxien 
ffihrten, in der klassischen Mathematik gang und g~ibe 
waren. Es handelt sich dabei yore Standpunkt der 
Logik aus um ein zirkelhaftes Vorgehen in den Deft- 
nitionen, es werden etwa Zahlen mit Hilfe yon Ge- 
samtheiten von Zahlen definiert, in denen die zu 
definierende Zahl selbst vorkommt, zum Beispiel die 
gr6sste Zahl einer Menge von Zahlen. 

Wie war es zu erkl~ren, dass in der strengsten aller 
Wissenschaften solche Definitionen zugelassen wurden 
und dass niemand ernstlich die Zul/issigkeit dieser 
Methoden anzweifelte ? Der Grund lag in der klassi- 
sehen Auffassung des Zahlbegriffs, die wir heute auch 
als die platonistische Einstetlung zur Mathematik be- 
zeiclmen. - Denken wir etwa an die sogenannten na- 
tfirlichen Zahlen 1, 2, 3 usw. Wenn wir eine mathe- 
matische Frage fiber diese Zahlen aufwerfen, also ein 
zahlentheoretisehes Problem stellen, so nehmen wir als 
selbstverst~indlich an, dass diese Frage eine Antwort 
besitzt, selbst wenn wir hie imstande sein sollten, sie 
wirklich zu finden. Wit stellen uns die Zahlen also als 
in irgendeiner Weise unabh~ingig von uns gegeben vor. 
Stellen wit uns auf diesen Standpunkt,  dann verschwin- 
den aber auch die Einw/inde gegen die vorhin als zirkel- 
haft erkannten Methoden, zum Beispiel die Definition 
einer grSssten Zahl einer IVlenge yon Zahlen. Es h/ingt 
also alles davon ab, ob diese platonistische Auffassung, 
die die mathematischen Gegenst~inde als etwas yon uns 
unabMngig Gegebenes ansieht, haltbar ist oder nicht. 

Die platonistische Auffassung ffir die allgemeine 
Mengentheorie, die nicht nur yon Zahlenmengen, son- 
dern yon Mengen beliebiger 0bjekte  handelt, ist dureh 
das Auftreten der Paradoxien widerlegt. Die Auf- 
fassung, dass solche beliebige Mengen als etwas unab- 
h~ingig yon uns Gegebenes, also ideell Existierendes, 
angesehen werden k6nnen, ist unhaltbar. Und damit 

: Die Mengenlehre einschliesslich der Paradoxien findet matt dar- 
gestellt bei A. FRAENKEL, Einleitung in die Mengenlehre, 3. Aufl. 
(Springer-Verlag, Berlin 1928}. 

ist nattirlich auch der platonistische Standpunkt hin- 
sichtlich der reellen Zahlen fragwiirdig geworden und 
somit die Grundhaltung derMathematikerdes 19. Jahr- 
hunderts 1. 

Es ist dies das zweite Mat, dass das Problem des 
Unendlichen eine entscheidende Rolle in der Entwick- 
lung der Mathematik spielt. Zur Zeit der Entstehung 
der Differential- und Integralrechnung war es das 
Unendlichkleine. Noch LEIBNIZ fasste die Differential- 
quotienten als den Quotienten zweier unendlieh klei- 
ner Gr6ssen auf, und erst die genaue Analyse des 
19. Jahrhunderts  zeigte, dass das Unendlichkleine ein 
in sich widerspruchsvoller Begriff ist und dass die 
Differentialrechnung ohne das Unendlichkleine auf- 
gebaut werden kann dutch die exakte Formulierung des 
Begriffs des Grenzwertes einer Zahlenfolge. 

Bei der Frage, ob man sich die Zahlen als unabh~n- 
gig von uns gegeben vorstellen darf, handelt es sicb 
dagegen um die Frage der M6glichkeit einer Menge 
unendlich vieter mathematischer Objekte, also wieder 
um etwas Unendliehes. Icli will die Antwort auf diese 
Frage vorwegnehmen. Sie ist nicht so eindeutig nega- 
tiv, wie im Fall des Unendlichkleinen, aber auch nicht 
eindeutig positiv. Es ist tats~tchlich m6glich, die na- 
tfirlichen Zahlen, also die Zahlen 1, 2, 3 usw., ebenso 
die Brfiche, als in ihrer Gesamtheit vorliegend anzu- 
sehen. Es ist aber nicht m6glich, die reellen Zahlen, 
also die unendlichen Dezimalbriiche, als in ihrer Ge- 
samtheit gegeben anzunehmen. 

Zum Verst~indnis dieser Antwort ist es n6tig, auf die 
sogenannte konstruktive Auffassung der Mathematik 
einzugehen. Nachdem man erkannt hatte,  dass die 
platonistische Auffassung der Mathematik zu Wider- 
sprfichen fiihrte, musste man eine neue, unanfechtbare 
Grundlage linden, von der aus man versuchen konnte, 
die Mathematik neu aufzubauen. 

Solange man die Zahlenreihe nieht als fertig gegeben 
ansieht, also nicht als ein <<aktual Unendliches>~, wie 
man auch sag t, sondern nur als konstruktiv beliebig 
welt fortsetzbar, das heisst als ein ~<potentiell Unend- 
liches~, also etwa jede Zahl als durch eine Anzahl yon 
Kreidestriehen gegeben ansieht, u n d  solange man nur 
konstruktive Definitionen und Beweise gibt, das heisst 
solche, die ffir jede Zahl in endlich vielen Berech- 
nungsschfitten durchffihrbar sind, solange vermeidet 
man das Unendliche und die logischen "Zirkel. Alles, 
was auf diese Weise aufgebaut werden kann, ist logisch 
einwandfrei. Man kann nun mit diesen Methoden ver- 
suchen, die Mathematik neu aufzubauen, und erNilt 
damit die sogenannte konstruktive Mathematik. Es 
stellt sich jedoch sehr bald heraus, dass diese konstruk- 
tive Mathematik grosse Teile der klassischen Mathe- 

I Eine ausfiihrlichere Darstellung des heutigen Standes der hier 
behalidelten Probleme der Grundlagenforschung gibt A. SCriM:D% 
Mathematische Grundlagcn/orschung, En.~y~lopddie der ~llathemati- 
schen Wissenschalten, Bd. I 1, H. 1, Tell I I  (Teubner, Leipzig 1950). 
AIs Lehrbueh sei erw~ihnt S. C. KLE~E, Introduction to Metamathe- 
matics (Amsterdam 1952). 
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matik nicht mehr enthtilt und dass eine solche rein 
konstruktive Mathematik zu unertr~tglich komplizier- 
ten Formulierungen ftihrt. 

In dieser, wie es schien, ftir die klassische Mathe- 
matik hoffnungslosen Situation stellte DAVID HILBERT 
ein Programm auf, das einen Ausweg bot. Einerlei, wie 
man sich zur erkenntnistheoretischen M6glichkeit der 
platonistischen Auffassung stellt (vielen Mathemati- 
kern erscheint es sinnlos, von einem vom Menschen 
unabhttngigen Gegebensein der Zahten zu sprechen), 
vielleicht ist es wenigstens mSglich, zu zeigen, dass die 
platonistische Auffassung in den Grunddisziplinen der 
Mathematik niemals zu Widersprtichen fiihren kann, 
wie sie sich in der Mengentheorie zeigten. In diesen 
Grunddisziplinen hat sich ja doch niemals bisher ein 
Widerspruch gezeigt. Dieser Widerspruchsfreiheits- 
beweis mtisste allerdings mit den unanfechtbaren 
Methoden der konstruktiven Mathematik gcfiihrt 
werden. 

Es ist nun kurz vor dem Zweiten Weltkrieg dem 
Hilbert-Schtiler GENTZEN 1 tatsttchlieh gelungen, diesen 
Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die einfachste mathe- 
matische Disziplin, die Zahlentheorie, die Lehre von 
den ganzen Zahlen, zu ffihren. Die in der Zahlentheorie 
vorkommenden Schlfisse, die die ideelle Existenz der 
ganzen Zahlen voraussetzen, sind dadurch gerecht- 
fertigt; damit ist also der Nachweis geftihrt, dass fiir 
die nattirlichen Zahlen die platonistische Auffassung 
m6glich ist. 

Ftir die Lehre yon den reellen Zahlen in der bisherigen 
Form erwies sich ein solcher Widerspruchsfreiheits- 
beweis als nicht durchfiihrbar, doch l~isst sich wenig- 
stens zeigen, dass die Analysis unter nur geringen Ab- 
weichungen yon der klassischen Form widerspruchsfrei 
aufgebaut werden kann. Dieses Ergebnis wurde erst in 
jiingster Zeit erzielt 2. 

Damit kann die Grundlagenkrise als iiberwalnden 
gelten. Wie das UnendlichkMne ist damit auch die un- 
endliehe Menge als etwas fertig Gegebenes aus der 
Mathematik ausgeschieden, aber anders als im Fall des 
Unendlichkleinen kann man sie in gewissen F~illen als 
unsch~idliche Fiktion zulassen. 

Wenn ich versuehe, hier das Bitd der heutigen Ma- 
thematik im Gegensatz zur klassischen Mathematik 
des 19. Jahrhunderts  zu zeichnen, so musste ich auf 
die Grundlagenkrise besonders ausftihrlich eingehen, 
sie ist ein besonders markantes Zeichen der ver~inder- 
ten geistigen Situation auch in der Mathematik. Sic 
hat zu einer ganz neuen Einstellung zu den Grund- 
lagen geftihrt und die engsten Beziehungen zu wich- 
tigen philosophischen Fragen hergestellt. 

Die Bedeutung dieser Grundlagenforschung ist 
iibrigens ftir die Philosophie mindestens die gleiche wie 

ftir die Mathematik. Es ist der Grundlagenforschung 
zu verdanken, dass die im vorigen Jahrhundert  von 
den Philosophen BOOLE, SCHRODER und FREGE be- 
gonnene Mathematisierung der Logik in raschem Zuge 
vollzogen wurde. Aus der Logik, die sich seit ARISTO- 
TELES bis zum vorigen Jahrhundert  kaum vedindert 
hat, ist heute eine eigene, in rascher Fortentwicklung 
begriffene Wissenschaft entstanden von vielleicht noch 
gr6sserer Pr~zision als die Mathcmatik, die mathe- 
matische Logik. Ihre elementaren Tcile haben in den 
modernen Rechenautomaten eine tiberraschende An- 
wendung gefunden. Es ist damit m6glich geworden, 
dicsen Automaten die Durchfiihrung gewisser logi- 
scher Operationen zu tibertragen x. 

Die yon mir eben skizzierte Entwicklung ist abet 
nur die eine Seite der tiefgreifcnden Wandlung, die die 
Mathematik seit dem vorigen Jahrhunder t  durch- 
gemacht hat. 

Kennzeichnend ftir die Mathematik des 19. Jahr- 
hunderts ist die starke Treunung der einzelueu Ge- 
biete voneinander, das Suchen nach Beweisen, die ganz 
dem Methoden- und Ideenkreis des betreffenden Ge- 
bietes entstammen. Es gab nattirlich Querverbindun- 
gen, es gab auch schon grosse Gebiete, die aus dem 
Zusammenwirken mehrcrer Disziplinen entstanden, so 
zum Beispiel die analytische Zahlentheorie, in der man 
SStze fiber Primzahlen mit komplizierten Hilfsmitteln 
aus der Funktionentheorie bewies. Aber im allgemei- 
hen ging die Entwicklung stark in die Richtung des 
Ausbaus der grossen klassischen Disziplinen und 
immer st/~rkerer Spezialisierung. 

Blickt man oberflttchlich auf die Mathematik von 
heute, so mag es scheinen, als ob die Spezialisierung 
sich noch verst~irkt hat. Zu den kIassischen Diszi- 
plinen ist noch eine grosse Zahl neuer Disziplinen ge- 
treten, die ebenfalls in rascher Entwicklung stehen. 
Es scheint, als ob es noch schwieriger geworden sei, eine 
Ordnung in diese Fiille von Gebieten zu bringen, man 
hat fast den Eindruck eines regcllosen Wucherns von 
Theorien, die sich immer mehr von den klassischen 
Fragestellungen entfernen und in denen sich die klassi- 
schen Disziplinen verfltichtigen. Blickt man ctwas 
genaucr bin, so sieht man jedoch, dass dieser Prozess 
der Aufl6sung der klassischen Theorien und das 
Wachsen neucr Disziplinen nichts anderes ist als der 
Beginn einer neuen Ordnung des Gesamtgebietes der 
Mathematik und dass diese neue Ordmmg gleichzeitig 
eine Fiille neuer Probleme freigelegt hat, yon deren 
Existenz die klassische Mathematik nichts wusste. In 
diescr neuen Ordnung ist allerdings auch der Platz der 
klassischen Theorien ein v611ig anderer geworden. Die 
Entstehung der klassischen Theorien ist sehr stark 
historiseh bedingt, dic Bediirfnisse der Anwendungen 

x G. GENTZEN, Die Widerspruchslreiheit der reine~r Zahlentheorie, 
Math. Anna len  112, 493 (1936). 

2 p. LORENZEN, Die Widerspruchs/reiheit der Masslschen Analysis, 
Math. Z. 54, 1 (1951). 

1 E inen  0 b e r b l i c k  fiber den  heu t igen  S t a n d  der  m a t h c m a t i s c h e n  
Logik  geben H. HERMES und  H. SCnOLZ, Mathematische Logik, En- 
zyklopddie der Mathematischen Wissenscha]ten, Bd. I 1, H. 1, Tel l  I 
(Teubner,  Leipzig 1952). 
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haben dabei eine grosse Rolle gespielt. In der neuen 
Ordnung erweisen sie sich als aus recht verschiedenen 
Komponenten zusammengesetzt und mfissen es sich 
daher gefallen lassen, aufgeteilt zu werden. 

Wie ist es zu dieser Neuordnung gekommen und wie 
sieht sie aus ? Ich will versuchen, soweit es im Rahmen 
eines solchen Vortrages m6glich ist, diese Frage zu 
beantworten. 

Es ist ein sehr altes Problem, zu dessen L6sung eine 
neue mathematische Methode, die sogenannte axio- 
matische Methode, entwickelt wurde. Schon EUKLID 
hat te  den Versuch gemacht, die Geometrie aus Axi- 
omen aufznbanen, das heisst einige wenige, nicht welter 
zu beweisende S~tze fiber die Punkte, Geraden und 
Ebenen an die Spitze der Geometrie zu stellen und alle 
anderen S~ttze rein togisch daraus abzuleiten. Die yon 
ibm ausgew/ihlten Axiome waren anschaulich sehr 
einleuchtend bis auf eines, das Parallelenaxiom, das 
folgendermassen lautet:  Zu jeder Geraden gibt es 
dutch jeden Punkt  ausserhalb genau eine Parallele, 
das heisst eine Gerade, die mit der gegebenen Geraden 
in einer Ebene liegt und sie nicht schneidet. 

Alle Versuche, dieses Parallelenaxiom als Folge der 
anderen Axiome abzuleiten, misslangen, und es gelang 
schliesslich im 19. Jahrhundert ,  zu beweisen, dass eine 
solche Ableitung tats~chlich unm6glich ist. Man zeigte, 
dass noch eine zweite Geometrie logisch mSglich ist, in 
der alle anderen Axiome erffillt sind, nur das Parallelen- 
axiom nicht; es gibt in dieser Geometrie stat t  einer 
immer gleich unendlich viele Parallelen durch einen 
Punkt.  

Wan lernte rasch, weitere Geometrien dadurch auf- 
zubauen, dass man weitere Ver~nderungen an den 
Euklidischen Axiomen vornahm, und erhielt so pl6tz- 
lich aus der einen klassischen Euklidischen Geometrie 
eine Ffille miteinander in engstem Zusammenhang 
stehender analoger Geometrien. Diese zuerst aus rein 
mathematischen ~3berlegungen aufgebauten Geome- 
trien wurden unvermutet  ffir die Physik wichtig; 
heute weiss man, dass die Geometrie des uns umgeben- 
den Raumes nicht die Euklidisehe, sondern eine solche 
neue Geometne isO. 

E s  ist nun diese axiomatische Methode, deren An- 
wendung auch auf die fibrigen Disziplinen der Mathe- 
matik zur Neuordnung der Mathematik geffihrt hat. 
Die axiomatische Methode ist noch im vorigen Jahr- 
hundert und am Anfang dieses Jahrhunderts  in der 
Geometfie votl ausgebildet worden, ihre systematische 
Anwendung auf die tibrige Mathematik f~llt jedoch 
erst in dieses Jahrhundert .  Wie so oft ist auch diese 
neue Methode zuerst an einem recht verwiekelten 
Gegenstand, in diesem Fall der Geometrie, entwickelt 
worden, an dem man zuerst ihre grosse Bedeutung er- 
kannte, und es dauerte noch einige Zeit, bis sie sich 

Das klassische Werk fiber die Axiomatik der Geomctfie ist 
D. HILBERT, Die Grundlagen der Geometrie, 7. Auflagc (Teubner, 
Leipzig 1930). 

auch in den anderen Gebieten der Mathematlk durch- 
setzte. 

Ich will versuchen, an einem Ihnen allen bekannten 
Beispiel das Vorgehen der axiomatischen Methode 
anzudeuten. 

Das Beispiel ist der Bereich der reellen Zahlen, also 
der unendlichen Dezimalbrfiche, der Grundbereich der 
klassischen Mathematik. Man kann bekanntlich fol- 
gende Operafionen mit den reellen Zahlen vornehmen : 
Man kann erstens die bekannten vier Rechenoperatio- 
nen ausftihren, man kann sit also addieren, subtrahie- 
ten, multiplizieren u n d  dividieren. Man kann sie 
zweitens der Gr6sse nach vergleichen, und es ist 
drittens ein Grenzprozess erkl~rt - so streben etwa 
die Zahlen 1, ~ ,  ~ usw. nach der Zahl 0. 

Der Bereich der reeUen Zahlen hat also drei recht 
verschiedenartige Gruppen yon Eigenschaffen, und es 
ist nun naheliegend, jede dieser Gruppen von Eigen- 
schaften gesondert mit der axiomatischen Methode zu 
studieren. 

Man wird also erstens Bereiche studieren, in denen 
nur die vier Rechenoperationen erkl~rt sind und den 
Gesetzen gehorchen, die wir yon den reellen Zahlen her 
kennen, zum BeispieI dem sogenannten kommutativen 
Gesetz der Addition a + b = b + a. Diese Gesetze wer- 
den als Axiome der Untersuchung vorangestellt. Ein 
Bereich von Elementen, in dem eine Addition und 
~ultiplikation erkl~rt ist, ftir die diese Axiome gelten, 
wird als ein KSrper bezeichnet. Der Berelch der reellen 
Zahlen ist also jetzt ein Beispiel fiir einen K6rper. Und 
man wird sofort weiterfragen: Gibt es noch andere, 
vom Bereich der reellen Zahlen wesentlich verschie- 
dene K6rper ? Kann man sie etwa alle aufz~hlen und 
durch gewisse Zus~itzliche Eigenschaften voneinander 
unterscheiden ? Man wird ferner versuchen, eine oder 
die andere Eigenschaft fallenzulassen, die man von den 
reellen Zahlen her kennt, man wird zum Beispiel vet- 
suchen, zuzulassen, dass ein Produkt a • b Null wird, 
ohne dass einer der Faktoren Null zu sein braucht. 
Damit erkl~rt man neue Typen von Bereichen, die zu 
den sogenannten Ringen geh6ren. 

Ein besonders einfaeher Fall entsteht, wenn man 
tiberhaupt nur eine Rechenoperation zulSsst, die Multi- 
plikation. Die wiehtigsten dieser Bereiche heissen 
Gruppen, und es hat  sich gerade die Theorie dieser 
Gruppen als ein besonders fruchtbares Gebiet der 
modernen Mathematik herausgestetlt, mit wichtigen 
Anwendungen in der Atomphysik. 

Die Disziplin, in der alle die eben genannten Unter- 
suchungen zusammengefasst sind, nennt man die 
Algebra. Nun ist die Algebra aueh eine der Haupt- 
disziplinen des 19. Jahrhunderts  gewesen, es war aber 
eine ganz andere Problemstellung als die eben skizzierte, 
die dieser klassischen Algebra zugrunde lag. Das zen- 
trale Thema der klassischen Algebra war die Aufl6sung 
der Gleichungen mit einer oder mehreren Unbekannten. 
Dieses Problem ist urspriinglich ein reines Rechen- 
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problem gewesen. Aber schon im vorigen Jahrhundert  
hatte sich das Interesse stark verschoben, immer mehr 
t ra t  an die Stelte der faktischen Berechnung der L6- 
sungen einer Gleichung das Bemfihen um eine be- 
griffliche Aufhellung der recht verwickelten Struktur 
der LSsungen. Dieses Ziel ist im 19. Jahrhundert  in 
der Theorie von GALOIS tatsSchlich erreicht worden, 
und diese Theorie wurde das Vorbild ftir die Unter- 
suchungen der modernen Algebra, In der Galois'schen 
Theorie traten die ersten Beispiele yon weiteren K6r- 
pern neben dem Bereich der reelIen und komplexen 
Zahlen auf und die ersten Beispiele yon Gruppen. Es 
geht der Algebra yon heute in erster Linie mn die Er- 
forschung der begriffliehen Struktur der vielen Be- 
reiche, deren Existenz dureh die axiomatische Methode 
erst entdeckt wurde ;- die moderne Algebra ist also die 
Lehre von den Gruppen, K6rpern, Ringen usw 1. 

Doch kehren wir zur Analyse des Begriffs der reellen 
Zahl zurtiek. Die zweite Gruppe von Eigenschaften 
waren die Ordnungseigenschaften. Wieder wird man 
ganz allgemein Bereiche betrachten, ftir deren Ele- 
mente nur eine Beziehung a <: b erkl~irt ist und wird 
eine allgemeine Theorie aller dieser geordneten Be- 
reiche aufzubauen versuchen. Auch dies ist geschehen 
und hat eine Theorie ergeben, die man als die Theorie 
der geordneten Mengen bezeichnet. Ihr wichtigstes 
Teilgebiet ist die Lehre yon den VerNinden, einer be- 
sonderen Kiasse von geordneten Mengen ~. 

Schtiesslich wird eine dritte Theorie, die sich mit den 
Grenzwertprozessen besch~tftigt, zu entwickeln sein; es 
ist dies die sogenannte Topologie, die heute im Zen- 
trum des mathematischen Interesses steht. Sie be- 
schS.ftigt sich mit der Untersuchung von allgemeinen 
R~umen, die man aus den klassischen mehrdimensio- 
nalen R~iumen entwickelt hat und in denen Grenz- 
prozesse erkl~rt sind 3. 

Offenbar sind dies jetzt  drei Disziplinen, die in ihren 
Grundbegriffen wesentlich einfaeher sind als die Theo- 
rie der reellen Zahlen. Geht man systematisch vor, so 
hat man also diese drei Disziplinen an die Spitze zu 
stellen, der Bereich der reellen Zahlen ist dann ein 
Beispiel eines Bereichs, der allen drei Disziplinen 
angeh6rt. Er  ist n/~mlich ein K6rper, eine geordnete 
Menge und ein eindimensionaler Raum. 

Es hat  sich nun gezeigt, dass auch die meisten an- 
deren klassischen Disziplinen Gebiete behandeln, die 
auf diese drei Disziplinen und ihre Kombination zu- 
rtickgeftihrt werden k6nnen, so dass man jetzt Al- 
gebra, Topologie und Theorie der geordneten Mengen 

1 Die Galois'sehe Theorie und die neue Algebra finder m a n  dar- 
gestellt in B. L. V~N DER WAERDE~r, Moderne Algebra, Bd. I, 3. Aufl. 
(Springer-Verlag, Berlin 1950). 

2 Zur Theorie der geordneten Mengen und Verb~inde vgL G. 
BIRK~OFF, Lattice theory, American Math. Soe.Colloq. Publ., Bd. "25 
(New York 1948). 

a Die Grundbegriffe der allgemeinen Topologie sind dargestellt  
bei N. BOUP.BAKI, Topologie g~n~rale, Aetualit6s sei. industr.  N ° 
858-114`2 (Hermann, Paris 1951). 

als die neuen Grunddisziplinen der Mathematik anzu- 
sprechen hat. Die Bereiche, die einer dieser Theorien 
angeh6ren, heissen die Grundstrukturen der Mathe- 
matik. Die klassischen Disziplinen handeln von zu- 
sammengesetzten Strukturen, ein Beispiel ist die yon 
uns behandelte Struktur der reellen Zahlen. 

Die Wandlung der klassischen Algebra zur modernen 
Algebra vollzog sich zwischen den beiden Weltkriegen. 
Es waren EMIL ARTIN und EMMY NOETHER, die die 
Wendung zur axiomatischen Einstellung in aller 
Sch~trfe vollzogen. Sie haben damit der Algebra grosse 
neue Gebiete erschlossen und den Vorrang der rein 
begriffiichen Methoden vor den rechnerischen Metho- 
den bewiesen. 

Es ist heute das Verdienst einer Gruppe franz6si- 
scherMathematiker, des sogenannten Bourbakikreises, 
systematisch die Neuordnung der gesamten Mathe- 
matik nach den dargelegten Ideen in einem gross- 
angelegten Werk in Angriff genommen zu haben x. Dort 
tri t t  an die Stelle der bisherigen isolierten Einzel- 
disziplinen ein naeh den verschiedenen Strukturen 
stufenf6rmig gegliederter Aufbau der Mathematik. In 
dieser Neugliederung, die ebenfalls durch eine Tiefer- 
legung der Fundamente erzielt wurde, ist aus der 
Mathematik wieder ein einheitlich gegliedertes Ganzes 
geworden. 

Ich bin mir bewusst, dass dieser Versuch ein 
Bild der heutigen Mathematik zu zeichnen, in Vielem 
mangethaft ist. Das Bild ist in Wirklichkeit natfirlich 
verwickelter, die yon mir gezogenen Linien simplifi- 
zieren und vergr6bern, aueh ist die Sicht sicher ein- 
seitig, aber i ch  glaube doch, dass die Entwicklungs- 
linien, die ich hier aufgezeigt habe, einen sehr wesent- 
lichen Tell des Gesamtbildes wiedergeben. 

S u m m a r y  

T h e  p i c t u r e  o f  m a t h e m a t i c a l  s c i e n c e  w h i c h  a n o n -  
m a t h e m a t i c i a n  h a s ,  is d e t e r m i n e d  b y  h i s  e x p e r i e n c e  in  
s c h o o l .  H e  wil l  h a v e  t h e  o p i n i o n  t h a t  m a t h e m a t i c s  is 
a v e r y  o l d  s c i e n c e ,  a n d  he  wil l  h a v e  s o m e  d i f f i c u l t y  in  
u n d e r s t a n d i n g  t h a t  m a t h e m a t i c s  o f  t o - d a y  is  a v e r y  
r a p i d l y  g r o w i n g  s c i e n c e  w i t h  m a n y  n e w  p r o b l e m s .  I t  is  
t h e  a i m  of  t h i s  a r t i c l e  t o  o u t l i n e  s o m e  of  t h e  i d e a s  w h i c h  
u n d e r l y  t h e  r e c e n t  d e v e l o p m e n t  o f  m a t h e m a t i c s .  M a t h e -  
m a t i c s  o f  t h e  n i n e t e e n t h  c e n t u r y  c a n  b e  r o u g h l y  u n d e r -  
s t o o d  a s  t h e  c o m p l e t i o n  of  t h e  i d e a s  o f  DESCARTES, 
LEIBNIZ, a n d  NEWXON. T h e  c h i e f  d o m a i n s  o f  t h i s  
classical mathematics are analysis in its various branches, 
algebra, number theory and geometry. The wellknown 
paradoxes in set theory discovered at the end of nine- 
teenth century have led to an entirely new understand- 
ing of the foundations of mathematics. The so-called 
platonic viewpoint, which looks at numbers as entities 
existing independently of the human mind, is now 
abandoned, numbers are now considered as existing only 

1 Dies sind die Eldments de Mathdmatique yon N. BOURBAKI, von 
denen his heute 17 BSnde in der SammlungActual i t~s  (s. Amn. 3 links) 
erschienen sind. Ein Aufsatz, in dem das Programm der Neuordnung 
tier Mathematik entwickelt wird, s t a m m t  yon N. BOUKBAKI, The 
architecture of mathematics, Americatx math .  Monthly 57, `221 (1950). 
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if t h e y  can  be  c o n s t r u c t e d  in  a n u m b e r  of f in i t e  s teps .  
Th i s  new v i e w p o i n t  led  t o  m a n y  dif f icul t ies .  T h e  classical  
d isc ip l ines  h a d  to  be  r ebu i l t .  T h i s  was  o n l y  poss ib le  b y  
a n  e x a c t  a n a l y s i s  of m a t h e m a t i c a l  t h i n k i n g ;  t h e  m e t h o d s  
of  m a t h e m a t i c a l  logic were  deve loped ,  b y  t h e m  i t  was  
poss ib le  to  give a p r o o f  of t h e  n o n - c o n t r a d i c t o r y  n a t u r e  
of t h e  c lass ica l  d i sc ip l ines  of m a t h e m a t i c s .  B u t  t h i s  new  
u n d e r s t a n d i n g  of t h e  f o u n d a t i o n s  of m a t h e m a t i c s  is o n l y  
one  s ide of m o d e r n  m a t h e m a t i c s .  T h e  a x i o m a t i c  m e t h o d ,  
f i r s t  d e v e l o p e d  in g e o m e t r y ,  led  to  a new  c las s i f i ca t ion  
of m a t h e m a t i c a l  no t i ons .  T h e  bas ic  d isc ip l ines  of m o d e r n  

m a t h e m a t i c s  are  a lgebra ,  t h e o r y  of o rde r ed  se ts  a n d  
topo logy .  Th i s  is s h o w n  b y  a n  anMys i s  of t h e  well-  
k n o w n  c o n c e p t  of a r ea l  n u m b e r .  B y  r e d u c i n g  e v e r y  
m a t h e m a t i c a l  c o n c e p t  t o  a few s imp le  bas ic  n o t i o n s ,  t h e  
so-cal led  e l e m e n t a r y  s t r u c t u r e s ,  t h e  whole  of m a t h e -  
m a t i c s  n o w  a p p e a r s  as a u n i t y ,  a h i e r a r c h y  of  s t r u c t u r e s ,  
w h e r e i n  t h e  c lass ical  d i sc ip l ines  a n d  m a n y  n e w  b r a n c h e s  
of m a t h e m a t i c s  f inds  t h e i r  places .  A g r o u p  of F r e n c h  
m a t h e m a t i c i a n s ,  u n d e r  t h e  n a m e  of Bourbaki, are  n o w  
w r i t i n g  a s y s t e m a t i c  e x p o s i t i o n  of t h e  e l e m e n t s  of 
m a t h e m a t i c s  f rom t h i s  new  v i e w p o i n t .  
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E i s e n ( I I I ) - K o m p l e x e  m i t  3 u n g e p a a r t e n  
E l e k t r o n e n  

Das  Fea+- Ion  b e f i n d e t  s ich  in e i n e m  8Ssl~-Grundzu-  
s t a n d  u n d  h a t  d a h e r  in  a l l en  Sa tzen  u n d  I o n e n k o m p l e -  
x e n  das  d e m  Sp in  y o n  5 u n g e p a a r t e n  E l e k t r o n e n  e n t -  
s p r e c h e n d e  m a g n e t i s c h e  M o m e n t  yon  5,92/~B (/*B = B o h r -  
sehes  M a g n e t o n ) .  Das se lbe  M o m e n t  weisen  s u c h  D u r c h -  
d r i n g u n g s k o m p l e x e  auf,  be i  d e n e n  kc ine  d - B a h n e n  des  
Z e n t r a l a t o m s  fiir  die B i n d u n g  b e n 6 t i g t  w e r d e n .  N a c h  
PAULINO t i s t  dies z u m  Beispie l  de r  Fal l ,  w e n n  : L i g a n -  
den  m i t  s p ~ - B a s t a r d b i n d u n g e n  t e t r a e d r i s e h  a m  Z e n t r a l -  
a t o m  v e r a n k e r t  s ind.  S ind  dagegen  6 L i g a n d e n  m i t  
d%pS-Bastardbindungen in  o k t a e d r i s c h e r  A n o r d n u n g  
m i t  d e m  Z e n t r a l a t o m  ve rkn f ip f t ,  so b l e i ben  n u r  n o c h  
dre i  d - B a h n e n  ffir die V e r t e i l u n g  de r  f i inf  d - E l e k t r o n e n  
des E i s e n ( I I I ) - I o n s  fibrig.  Demgem/ i s s  wi rd  bei  s o l chen  
K o m p l e x e n ,  z u m  Beispie l  d e m  Ka[Fe(CN)6 ], a n g e n i i h e r t  
das  m a g n e t i s c h e  S p i n m o m e n t  eines n n g e p a a r t e n  E l e k -  
t r o n s  ge fundene .  D a r i i b e r  h i n a u s  k 6 n n t e  das  d r e i w e r t i ge  
E i s e n  n a c h  de r  P a u l i n g s c h e n  T h e o r i e  a u c h  K o o r d i n a -  
t i o n s v e r b i n d u n g e n  m i t  4 L i g a n d e n  b i lden ,  die d u r c h  
dsp~-Bastardbindungen m i t  d e m  Z e n t r a l a t o m  v e r k n i i p f t  
s ind  u n d  d e m e n t s p r e e h e n d  die E c k e n  e ines  Q u a d r a t e s  
bese tzen .  D a  in  d i e s e m  Fa l le  v ie r  d - B a h n e n  f/ir die ff inf  
d - E l e k t r o n e n  zur  V e r f / i g u n g  s t e h e n ,  is t  da s  S p i n m o m e n t  
yon  3 u n g e p a a r t e n  E l e k t r o n e n ,  I*#! = 3,87 p/~, zu er-  
w a r t e n .  Auf  die E x i s t e n z m 6 g l i c h k e i t  so l che r  e b e n e n  
E i s e n ( I I I ) - K o m p l e x e  sch lossen  s c h o n  CORYELL, STITT 
u n d  PAULING a a u s  de r  a b n e h m e n d e n  Suszep t ib i l i tX t  des  
geI6s ten  Meth~Lmoglobins im V e r l a u f  de r  T i t r a t i o n  m i t  
Alkal i .  E i n e n  W e r t  yon  /2#1 = 3,81/~ B (22°C) h a b e n  in-  
t e r e s s a n t e r w e i s e  ]VIICHAELIS, CORYELL u n d  GRANICK ~* 

1 L. PAUL1NG, J. Amer. chem. Soc. 53, 1391 (1931). 
2 W. BILTZ, Z. anorg. Chem. 170, 161 (1928). 
a C. D. CORYELL, F. STrrT und L. PAULXN(;, J. Amer. chem. Soc. 

59, 633 (1937). - Siehe aueh W. A. RAWLXNSON, Australian J. exp. 
biol. rned. Sci. 18, 185 (t940). 

4 L. MXCHAELIS, C. D. CORYELL und S. GRANICK, J. biol. Chem. 
148, 463 (1943). 

b e i m  F e r r i t i n  e r h a l t e n  u n d  d a r a u s  geschlossen ,  dass  
dieses  phys io log i s ch  wieh t ige  E i s e n ( I I I ) - P r o t e i d  h o c h -  
mo leku l a r e ,  ko l lo ida le  E i s e n h y d r o x y d m i z e l l e n  e n t h a l t e .  

Als M o d e l l s u b s t a n z e n  I i i r  das  F e r r i t i n  d a r g e s t e l l t e  
E i s e n ( I I I ) - V e r b i n d u n g e n  n e u t r a l e r  A m i n o s A u r e n  w u r d e n  
yon  BIELIG u n d  BAYER t als K o m p l e x e  de r  f o l g e n d e n  
K o n s t i t u t i o n  m i t  4 L i g a n d e n  a m  Z e n t r a l a t o m  e r k a n n t :  

j i ® 

o /¢H~ / 

R vgl. Tabelle I 

Die  m a g n e t i s c h e n  E i g e n s c h a f t e n  d ieser  s y n t h e t i s c h e n  
K o m p l e x e  u n d  des  F e r r i t i n s  s ind  in  de r  T a b e l l e  zu-  
s a m m e n g e s t e l l t .  D a r i n  b e d e u t e n  MG das  M o l e k u l a r -  
gewich t ,  Z,~oz die  be i  22°C m i t  e ine r  m a g n e t i s c h e n  
W a a g e  g e m e s s e n e  m o l a r e  Suszept ibi l i t~i t ,  wobe i  die d ia-  
m a g n e t i s c h e  K o r r e k t u r  f i i r  den  o r g a n i s c h e n  A n t e i l  n a c h  
P. ]PASCAL ~ b e r e c h n e t  u n d  b e r i i c k s i c h t i g t  ist ,  u n d  /~#! 
das  d a r a u s  b e r e c h n e t e  e f f e k t i v e  m a g n e t i s c h e  M o m e n t  
(Feh l e rg renze  =I= 2%) .  

Die ftir die E i s e n ( I I I ) - K o m p l e x e  I I - V  de r  n e u t r a l e n  
A m i n o s A u r e n  g e f u n d e n e n  /~#/-XVerte y o n  e t w a s  m e h r  
als 4 B o h r s c h e n  M a g n e t o n e n  l iegen in  de r  N/ ihe  des fi ir  
3 u n g e p a a r t e  E l e k t r o n e n  b e r e c h n e t e n  S p i n m o m e n t s  yon  
3,87/zp. G e g e n i i b e r  de r  Theo r i e  e t w a s  zu h o h e  e f f ek t ive  
m a g n e t i s c h e  M o m e n t e  s ind  bei  K o m p l e x v e r b i n d u n g e n  
y o n  1 J b e r g a n g s e l e m e n t e n  m i t  m e h r  als ~[iinf d - E l e k t r o -  
n e n  ke ine  Se l t enhe i t .  Sie w e r d e n  d u r c h  eine n i c h t  vol l -  

x H.-J. BIELm und E. BA~ER, Naturwissenschaften 42, 125 
(1955); Chem. Ber., ira Druck (1955). 

2 Zusauunenfassung in P. W. SELWOOD, 3Iagnetochemislry, S. 52 
(Interscience Publishers, New York 1943). 


